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Note sur les Nombres de Bernoulli. 

Par F. G-omes-Teixeira, 

Professeur à V Université de Coimbra et à V École Polytechnique du Porto. 



Dans un intéressant mémoire intitulé, Some Notes on ihe Numbers of Bernoulli 
and Euler, publié dans le Yolume V du American Journal of Mathematics, Mr. 
Gr. S. Ely obtient au moyen des séries qui résultent du développement de tang x, 
de cot ce, de sec p ce, etc., quelques relations entre les nombres de Bernoulli et 
entre les nombres de Euler. Le but de la présente note est de signaler encore 
quelques résultats relatifs aux mêmes nombres qu'on peut trouver au moyen du 
développement de secte, de (1 + e x )~ , de sec*'»;, etc. 

1. Considérons premièrement la fonction 

y = (1 + e*)-\ 
On sait que la dérivée d'ordre n de cette fonction est donnée par la formule 

* K ' a! /3! . ..Xl(2iy{Sl)y...(nlf 

où a, /?, ... "k représentent tous les solutions entières positives de l'équation : 

a + 2(3 + 3y + . . . + n% = n ; 
et où i= a +£+y+ . . . +a. 

Si on fait maintenant x = , on trouve - 

W W_ w_ lV ^lii 

i/o —*\ ) 2 i + 1 .a! i 3! .. . X\{2\f{2,\)y . . . {n\f 

D'un autre côté, nous avons 

. (2»-l) — / i \n , f i D 

#0 — V ' 2n 2»- 1 ' 

et par conséquent 

/n 7? — ( 2n ) ! y/ iy+» - 

V 1 ; ^m-i— a^—i'^v x > 2«+ 1 .o!j8I ...XI (2ïf(Sl)y. . .(2n— l!f 

étant a + 2/3 + 3y + . . . + (2n — 1) ^ = 2n — 1 , i = a + /? + . . . + %. 

Nous avons donc une formule pour le calcul des nombres de Bernoulli. 
Cette formule fait encore voir que le dénominateur des nombres de Bernoulli ne peut 
contenir d'autres facteurs premiers que 2 et ceux de 2 2tt — 1 , et que le facteur 2 
ne peut pas y être élevé a une puissance supérieure h n . 
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En effet, on sait par la théorie des dérivées d'ordre quelconque que la fonction 
numérique 

(2) ^~ 1)! 



a!/3! ... A!(2!)(3!).. .(2» — 1!) A 

donne un nombre entier toutes les fois que a, /?, ... À représentent une solution 
quelconque de l'équation 

a + 2/3 + Sy + ... + (2ra — 1) % — 2n — 1 . 

On peut encore envisager sous un autre point de vue, que nous ne ferons 
qu'indiqiier ici, la formule (1). Elle établit une relation entre les nombres de 
Bernoulli et les nombres (2), dont l'étude est importante parce que ils entrent 
dans l'expression analytique des dérivées d'ordre quelconque.* 

2. Il est évident que chaque formule qui donne une expression de la dérivée 
d'ordre n d'une fonction, donne une expression correspondante des nombres de 
Bernoulli. Nous allons donc employer à cette fin la formulef 

i =n 

2/ (») =n! ^^L /W(w) 
t=i 

A t = i, [ «r - 4 (u«-r- - + ^ K-r . -* . . .] 

°Ù y = /(«)« «=$(85). 

Étant « = (! + O"* = «~\ « = 1 + ^ 

nous avons l^T A 

yw=n!> (— IV. ^^p 

OÙ £ = i 

Il faut donc chercher la dérivée d'ordre n de (1 + e*) 1- , ce qu'on peut faire 
au moyen de la formule de Leibnitz, qui donne 

[(1 + *)*-*]*» = [(1 + O + (!+*■)+.. .]« 



= s 



ni é*-®" 



a!/3! ... M 

où S représente la somme correspondante à toutes les solutions entières positives 
de l'équation « + /? + /+ ••• + à = « , 

le nombre des quantités a, (3 , y, ... k étant i — k. 

* Voyez notre note sur les dérivées d'ordre quelconque dans le Giornale de Battaglini, tome XVIII. 
t M. C. Hermite, Cours d'Analyse, page 59. 
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En posant x = , on trouve 

i = n 






° U - V( n> »(t-l)...(i-A + l)2* 1_ 

k=0 



D'un autre côté, nous avons 

7? — ( iv» 2w ,/a»-D 

par conséquent *=2«-i 

__ (2n)l y> +< A 

•°2«— î — 2 2 " 1 / . \ I ' 2 i + 1 

k = 

où k=i 



A 



i= ^ ( _ lf / M4±hL^ 



*=o 
et a + + y + • • • + 3. = 2n — 1 . 

Mais 



donc 



Tc = i 



A 



<=£(-!)*• 



»(» — !) • . • (» — fc + l)2*(t — £) : 



*« Z.\2n — 1 



A! 



Nous avons donc l'expression des nombres de Bernoulli : 

où h et i doivent recevoir toutes les valeurs entières et positives depuis 1 jusqu'à 
2n — 1 , et h doit aussi recevoir la valeur zéro avec la condition de substituer 
alors le facteur i(i — T) ■ ■ . (i — k + l) 

M 
par l'unité. 

3. Des expressions analogues à (1) et (3) représentent les coefficients du 
développement de (1 + e x )~ p en série. Les résultats qu'on obtient alors en 

faisant usage des nombres de Bernoulli sont bien moins simples. 

G — 

En représentant par 8 "~ 1 , les coefficients du développement de (1 + é") P , 

nous avons donc premièrement la formule 

r _ y ( _ , y p(p + l)...(p + i-l)(2n-l)\ 

^ *»-i — *K *■)■ y+p a i 1 . . . ;u (2 iy . . . (2n— 1 !)* 

a + 2/3 + 3y + . . . + wX = 2n — 1 , i = a + /? + . . . -f * 
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analogue à la formule (1) ; et ensuite la formule 

«.-, = (2» - 1) ! '£'(- 1)'. til±±j g + i-l)A< 

i = l 

a, = V (_ i)*. «(*-!)• ••(»-fe+i)2 t (»-^r- 1 , 

analogue à la formule (3) . 

4. Considérons maintenant les nombres de Euler. On peut calculer ces 
nombres au moyen d'une formule analogue à la formule (l). En effet, 
l'expression analytique de la dérivée d'ordre n de y — (cos a;) -1 par rapport à x 

ni il cos a ( x + 4r ) cos 3 ( x-\- 2-- ) . . . cos A ( x-\- n~) 
m —v( x)* \ zy \ lj_ v 2/ 

y V '' al{3l...M(2iy(3iy...(nl) K cos l + 1 x 

Nous avons donc 

(2n) ! i ! cos 11 — cos 3 2 — . . . cos A » — 

(4) fi = v f i y f ?E à. 

K ' %n K '' a!/3!...a!(2!)^(3!)\..(n!) A 

où a, /S, ... à représentent toutes les solutions entières positives de l'équation 

a + 2/? + 3y + . . . + 2n% = 2n 
et i = a + (3 + . . . + a. 

Cette formule est encore plus simple que la formule (1) parce que 

cos a ~ • cos"2 y • • • cos*2ra y =0 ' ou = 4- 1 , ou = — 1 

suivant les valeurs de a, (3, . . . 2.. 

On peut aussi calculer les nombres de Euler au moyen d'une formule 
analogue à (3) , mais qui est moins simple. En effet, en posant 

y = (COS Ce) -1 , 

nous avons i=in 

E %n ={2n)l^A i 



i(»_l)...(i_jfc + 1) cosa- cos /3 ¥ ...cos^ ¥ 



j i = ^ ( _ ) >. '(*-l)--(»--* + l)^ 



a! £1 ...Jl! 

où a + /?+...+ ^ = 2ra, 

a, /S, ... ne devant recevoir que les valeurs pairs. 

5. Considérons maintenant la fonction dont M. Ely s'occupe principalement, 
à savoir y = (cos x)~ p , 
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pour la développer en série. Nous avons premièrement 

ni p{p-\-\)...{p-\-i — 1) cos a ( x -\- ~ J cos 3 (x-\-2~\..cos''(x-\-n^j 



y(«>=2(— 1)*. 



al fil ...Àl(2lY(Sl)y...(nl)\cosP + i x 



et par conséquent, en appelant O in le coefficient de ' . t dans le développement 
considéré, nous aurons 



(2n) ! p (p ~\- \){p + 2) . . . (p -\- i — 1) cos a — cos 3 2 4r • • • cos*w — 

2i Â Â 



a! j9! . ../l!(2!f(3!)v...(n!) A 
où a + 2/3 + 3y + . . . -f Irû, = 2n, t = a + + . . . + X, 

ûj- 7T 71 7T 

cos a — • cos 3 2 — . . . cosV — = , ou = + 1 , ou — — 1 , 

2i Â Â 

suivant les valeurs de a, (3, ... à. 

Cette formule va nous conduire à un résultat important. 

En y posant p = p' + l f et remarquant que, comme nous avons déjà dit, 

(2n)j 

a 1/3!.../! (2!)". . .{nlf 
est un nombre entier, et que 

p (p + 1) . . . (p + i — l)—{p'+ l){p' + 2) . . . {p'+ï) = multiple de /+ 1.2 ... i, 
nous avons C %n = multiple de y + 2£ 2n , 

ou le théorème : 
(5) C 2n = E 2n (mod = p — 1) . 

De cette congruence il résulte que le théorème de M. Lucas, à savoir 
/(— l)*r E %n =IE %n + v _ x (mod =p), 
a aussi lieu pour les coefficients G in , c'est-à-dire que 

C 2n et (7 2n+3 ,_i étant les coefficients du développement de (cosx)~ (p + 1) . 

De la formule (5) comparée avec la formule (11) de la mémoire de M. Ely 
on tire la congruence : 

lt [$«-#2» + St-l^n+Z + • . • + S 1 E 2n+p _ 3 + E 2n+p _ lL "] = E 2n 

où S t représente la somme des combinaisons de l 2 , 3 2 , . . . (p — 2) 2 n à n et où 

l ~ 2 

Porto, 2 Janvier, 1885. 



